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高等数学公式

[image: image1174][image: image1175]导数公式：
基本积分表：

三角函数的有理式积分：


[image: image1198.jpg]



[image: image1176]一些初等函数：                           两个重要极限：
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·正弦定理：
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·反三角函数性质：
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高阶导数公式——莱布尼兹（Leibniz）公式：
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中值定理与导数应用：


[image: image7.wmf]拉格朗日中值定理。
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曲率：
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定积分的近似计算：
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抛物线法：

梯形法：

矩形法：


定积分应用相关公式：
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空间解析几何和向量代数：
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[image: image12.wmf]（马鞍面）
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多元函数微分法及应用
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隐函数方程组：


微分法在几何上的应用：
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多元函数的极值及其求法：
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重积分及其应用：
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曲面积分：
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常数项级数：
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级数审敛法：
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绝对收敛与条件收敛：
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幂级数：
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函数展开成幂级数：

[image: image30.wmf]L

L

L

L

+

+

+

¢

¢

+

¢

+

=

=

=

-

+

=

+

-

+

+

-

¢

¢

+

-

=

¥

®

+

+

n

n

n

n

n

n

n

n

n

x

n

f

x

f

x

f

f

x

f

x

R

x

f

x

x

n

f

R

x

x

n

x

f

x

x

x

f

x

x

x

f

x

f

!

)

0

(

!

2

)

0

(

)

0

(

)

0

(

)

(

0

0

lim

)

(

,

)

(

)!

1

(

)

(

)

(

!

)

(

)

(

!

2

)

(

)

)(

(

)

(

)

(

2

0

1

0

)

1

(

0

0

)

(

2

0

0

0

0

时即为麦克劳林公式：

充要条件是：

可以展开成泰勒级数的

余项：

函数展开成泰勒级数：

x


一些函数展开成幂级数：

[image: image31.wmf])

(

)!

1

2

(

)

1

(

!

5

!

3

sin

)

1

1

(

!

)

1

(

)

1

(

!

2

)

1

(

1

)

1

(

1

2

1

5

3

2

+¥

<

<

-¥

+

-

-

+

-

+

-

=

<

<

-

+

+

-

-

+

+

-

+

+

=

+

-

-

x

n

x

x

x

x

x

x

x

n

n

m

m

m

x

m

m

mx

x

n

n

n

m

　　　

　　　

L

L

L

L

L


欧拉公式：
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傅立叶级数：
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周期为
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的周期函数的傅立叶级数：


[image: image36.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

=

=

=

+

+

=

ò

ò

å

-

-

¥

=

l

l

n

l

l

n

n

n

n

n

dx

l

x

n

x

f

l

b

n

dx

l

x

n

x

f

l

a

l

l

x

n

b

l

x

n

a

a

x

f

)

3

,

2

,

1

(

sin

)

(

1

)

2

,

1

,

0

(

cos

)

(

1

2

)

sin

cos

(

2

)

(

1

0

L

L

　　　

　　　

其中

，周期

p

p

p

p


微分方程的相关概念：
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一阶线性微分方程：
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二阶微分方程：
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二阶常系数齐次线性微分方程及其解法：
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二阶常系数非齐次线性微分方程
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概率公式整理

1．随机事件及其概率
吸收律：
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2．概率的定义及其计算
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3．条件概率 
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全概率公式
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4．随机变量及其分布
分布函数计算
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5．离散型随机变量
(1)  0 – 1 分布
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(2) 二项分布 
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(3)  Poisson 分布  
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6．连续型随机变量
(1)   均匀分布  
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(2) 指数分布  
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(3) 正态分布  N (( , ( 2 )
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* N (0,1) — 标准正态分布
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7.多维随机变量及其分布

二维随机变量( X ,Y )的分布函数
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边缘分布函数与边缘密度函数
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8. 连续型二维随机变量
(1)
区域G 上的均匀分布，U ( G )
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(2) 二维正态分布
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9. 二维随机变量的 条件分布
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10. 随机变量的数字特征
数学期望
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随机变量函数的数学期望

X 的 k 阶原点矩

[image: image112.wmf])

(

k

X

E


X 的 k 阶绝对原点矩

[image: image113.wmf])

|

(|

k

X

E


X 的 k 阶中心矩
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X 的 方差
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线性代数部分

    梳理：条理化，给出一个系统的，有内在有机结构的理论体系。

    沟通：突出各部分内容间的联系。

    充实提高：围绕考试要求，介绍一些一般教材上没有的结果，教给大家常见问题的实用而简捷的方法。

    大家要有这样的思想准备：发现我的讲解在体系上和你以前学习的有所不同，有的方法是你不知道的。但是我相信，只要你对它们了解了，掌握了，会提高你的解题能力的。
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伴随矩阵的基本性质：
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[image: image223.wmf]T

，
[image: image224.wmf]k

，
[image: image225.wmf]1

-

，*

          i) 任何两个的次序可交换，

              如
[image: image226.wmf](

)

(

)

T

T

A

A

*

*

=

，

             
[image: image227.wmf](

)

(

)

*

*

1

1

-

-

=

A

A

等

    ii) 
[image: image228.wmf](

)

(

)

1

1

1

 

,

-

-

-

=

=

A

B

AB

A

B

AB

T

T

T

，

              
[image: image229.wmf](

)

*

*

*

A

B

AB

=


             但
[image: image230.wmf](

)

k

k

k

A

B

AB

=

不一定成立！
线性表示


[image: image231.wmf]s

a

a

a

,

,

,

0

2

1

L

®

    


[image: image232.wmf]s

i

a

a

a

a

,

,

,

2

1

L

®


          
[image: image233.wmf]b

a

a

a

a

a

a

b

=

+

+

+

Û

®

s

s

s

x

x

x

L

L

2

2

1

1

2

1

,

,

,

有解

                           
[image: image234.wmf](

)

b

a

a

a

=

Û

x

s

,

,

,

2

1

L

有解
[image: image235.wmf](

)

(

)

T

s

x

x

x

,

,

1

L

=


                
[image: image236.wmf]b

=

Ax

有解，即
[image: image237.wmf]b

可用A的列向量组表示
           
[image: image238.wmf](

)

s

r

r

r

C

AB

,

,

,

2

1

L

=

=

，
[image: image239.wmf](

)

n

A

a

a

a

,

,

,

2

1

L

=

，

                则
[image: image240.wmf]n

s

r

r

r

a

a

a

,

,

,

,

,

,

2

1

2

1

L

L

®

。

           
[image: image241.wmf]s

t

a

a

a

b

b

b

,

,

,

,

,

,

2

1

2

1

L

L

®

，

则存在矩阵
[image: image242.wmf]C

，使得
[image: image243.wmf](

)

(

)

C

s

t

a

a

a

b

b

b

,

,

,

,

,

,

2

1

2

1

L

L

=


            线性表示关系有传递性   当
[image: image244.wmf]p

s

t

r

r

r

,

,

,

,

,

,

,

,

,

2

1

2

1

2

1

L

L

L

®

®

a

a

a

b

b

b

，

                                   则
[image: image245.wmf]p

t

r

r

r

,

,

,

,

,

,

2

1

2

1

L

L

®

b

b

b

。

            等价关系：如果
[image: image246.wmf]s

a

a

a

,

,

,

2

1

L

与
[image: image247.wmf]t

b

b

b

,

,

,

2

1

L

互相可表示 
[image: image248.wmf]t

s

b

b

b

a

a

a

,

,

,

,

,

,

2

1

2

1

L

L

¬

®


                       记作
[image: image249.wmf]t

s

b

b

b

a

a

a

,

,

,

,

,

,

2

1

2

1

L

L

@

。

线性相关

    
[image: image250.wmf]1

=

s

，单个向量
[image: image251.wmf]a

，
[image: image252.wmf]0

=

a

x

   
[image: image253.wmf]a

相关
[image: image254.wmf]0

=

Û

a


    
[image: image255.wmf]2

=

s

，
[image: image256.wmf]2

1

,

a

a

相关
[image: image257.wmf]Û

对应分量成比例  
[image: image258.wmf]2

1

,

a

a

相关
[image: image259.wmf]n

n

b

a

b

a

b

a

:

:

:

2

2

1

1

=

=

=

Û

L


    ①向量个数
[image: image260.wmf]s

=维数
[image: image261.wmf]n

，则
[image: image262.wmf]n

1

,

,

a

a

L

线性相（无）关
[image: image263.wmf](

)

0

1

¹

=

Û

n

a

a

L


                        
[image: image264.wmf](

)

n

A

a

a

a

,

,

,

2

1

L

=

，
[image: image265.wmf]0

=

Ax

有非零解
[image: image266.wmf]0

=

Û

A


      如果
[image: image267.wmf]n

s

>

，则
[image: image268.wmf]s

a

a

a

,

,

,

2

1

L

一定相关
                       
[image: image269.wmf]0

=

Ax

的方程个数
[image: image270.wmf]<

n

未知数个数
[image: image271.wmf]s


    ②如果
[image: image272.wmf]s

a

a

a

,

,

,

2

1

L

无关，则它的每一个部分组都无关
    ③如果
[image: image273.wmf]s

a

a

a

,

,

,

2

1

L

无关，而
[image: image274.wmf]b

a

a

a

,

,

,

,

2

1

s

L

相关，则
[image: image275.wmf]s

a

a

a

b

,

,

,

2

1

L

®


     证明：设
[image: image276.wmf]c

c

c

s

,

,

,

1

L

不全为0，使得
[image: image277.wmf]0

1

1

=

+

+

+

b

a

a

c

c

c

s

s

L


           则其中
[image: image278.wmf]0

¹

c

，否则
[image: image279.wmf]s

c

c

,

,

1

L

不全为0，
[image: image280.wmf]0

1

1

=

+

+

s

s

c

c

a

a

L

，与条件
[image: image281.wmf]s

a

a

,

,

1

L

无关矛盾。于是
[image: image282.wmf]s

s

c

c

c

c

a

a

b

-

-

-

=

L

1

1

。
    ④当
[image: image283.wmf]s

a

a

b

,

,

1

L

®

时，表示方式唯一
[image: image284.wmf]s

a

a

L

1

Û

无关
                         （表示方式不唯一
[image: image285.wmf]s

a

a

L

1

Û

相关）

    ⑤若
[image: image286.wmf]s

t

a

a

b

b

,

,

,

,

1

1

L

L

®

，并且
[image: image287.wmf]s

t

>

，则
[image: image288.wmf]t

b

b

,

,

1

L

一定线性相关。

      证明：记
[image: image289.wmf](

)

s

A

a

a

,

,

1

L

=

，
[image: image290.wmf](

)

t

B

b

b

,

,

1

L

=

，

则存在
[image: image291.wmf]t

s

´

矩阵
[image: image292.wmf]C

，使得  
[image: image293.wmf]AC

B

=

。

           
[image: image294.wmf]0

=

Cx

有
[image: image295.wmf]s

个方程，
[image: image296.wmf]t

个未知数，
[image: image297.wmf]t

s

<

，有非零解
[image: image298.wmf]h

，
[image: image299.wmf]0

=

h

C

。

            则
[image: image300.wmf]0

=

=

h

h

AC

B

，即
[image: image301.wmf]h

也是
[image: image302.wmf]0

=

Bx

的非零解，从而
[image: image303.wmf]t

b

b

,

,

1

L

线性相关。

各性质的逆否形式

    ①如果
[image: image304.wmf]s

a

a

a

,

,

,

2

1

L

无关，则
[image: image305.wmf]n

s

£

。

    ②如果
[image: image306.wmf]s

a

a

a

,

,

,

2

1

L

有相关的部分组，则它自己一定也相关。

    ③如果
[image: image307.wmf]s

a

a

L

1

无关，而
[image: image308.wmf]s

a

a

b

,

,

1

L

®

/

，则
[image: image309.wmf]b

a

a

s

,

,

1

L

无关。

    ⑤如果
[image: image310.wmf]s

t

a

a

b

b

L

L

1

1

®

，
[image: image311.wmf]t

b

b

L

1

无关，则
[image: image312.wmf]s

t

£

。

    推论：若两个无关向量组
[image: image313.wmf]s

a

a

L

1

与
[image: image314.wmf]t

b

b

L

1

等价，则
[image: image315.wmf]t

s

=

。

极大无关组

一个线性无关部分组
[image: image316.wmf](

)

I

，若
[image: image317.wmf](

)

I

#

等于秩
[image: image318.wmf](

)

I

®

6

4

2

1

,

,

,

a

a

a

a

，
[image: image319.wmf](

)

I

就一定是极大无关组
    ①
[image: image320.wmf]s

a

a

a

,

,

,

2

1

L

无关
[image: image321.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image322.wmf](

)

s

s

=

a

a

a

g

,

,

,

 

2

1

L


    ②
[image: image323.wmf](

)

(

)

s

s

s

a

a

g

b

a

a

a

g

a

a

a

b

,

,

 

,

,

,

,

 

 

,

,

,

1

2

1

2

1

L

L

L

=

Û

®


       另一种说法： 取
[image: image324.wmf]s

a

a

a

,

,

,

2

1

L

的一个极大无关组
[image: image325.wmf](

)

I


             
[image: image326.wmf](

)

I

也是
[image: image327.wmf]b

a

a

a

,

,

,

,

2

1

s

L

的极大无关组
[image: image328.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image329.wmf](

)

b

,

I

相关。

       证明：
[image: image330.wmf](

)

(

)

b

b

a

a

b

,

,

,

1

I

I

s

Û

®

Û

®

L

相关。

       
[image: image331.wmf](

)

(

)

(

)

î

í

ì

®

+

®

=

s

s

s

s

s

a

a

b

a

a

g

a

a

b

a

a

g

b

a

a

g

,

,

/

,

1

,

,

 

,

,

,

 

,

,

,

 

1

1

1

1

1

L

L

L

L

L


    ③
[image: image332.wmf]b

可用
[image: image333.wmf]s

a

a

,

,

1

L

唯一表示
[image: image334.wmf](

)

(

)

s

s

s

=

=

Û

a

a

g

b

a

a

g

,

,

 

 

,

,

,

 

1

1

L

L


    ④
[image: image335.wmf](

)

(

)

s

t

s

s

t

a

a

g

b

b

a

a

g

a

a

b

b

,

,

 

,

,

,

,

,

 

,

,

,

,

1

1

1

1

1

L

L

L

L

L

=

Û

®



[image: image336.wmf](

)

(

)

s

t

a

a

g

b

b

g

,

,

 

,

,

 

1

1

L

L

£

Þ


    ⑤
[image: image337.wmf]Û

@

t

s

b

b

a

a

,

,

,

,

1

1

L

L



 EMBED Equation.3  [image: image338.wmf](

)

(

)

(

)

t

t

s

s

b

b

g

b

b

a

a

g

a

a

g

,

,

 

,

 

,

,

 

1

1

1

1

L

L

L

L

=

=


矩阵的秩的简单性质
    
[image: image339.wmf](

)

{

}

n

m

A

r

,

min

0

£

£


    
[image: image340.wmf](

)

0

0

=

Û

=

A

A

r


    
[image: image341.wmf]A

行满秩：
[image: image342.wmf](

)

m

A

r

=


    
[image: image343.wmf]A

列满秩：
[image: image344.wmf](

)

n

A

r

=


    
[image: image345.wmf]n

阶矩阵
[image: image346.wmf]A

满秩：
[image: image347.wmf](

)

n

A

r

=


    
[image: image348.wmf]A

满秩
[image: image349.wmf]A

Û

的行（列）向量组线性无关
          
[image: image350.wmf]0

¹

Û

A


          
[image: image351.wmf]A

Û

可逆
          
[image: image352.wmf]0

=

Û

Ax

只有零解，
[image: image353.wmf]b

=

Ax

唯一解。

矩阵在运算中秩的变化

初等变换保持矩阵的秩
    ①
[image: image354.wmf](

)

(

)

A

r

A

r

T

=


    ②
[image: image355.wmf]0

¹

c

时，
[image: image356.wmf](

)

(

)

A

r

cA

r

=


    ③
[image: image357.wmf](

)

(

)

(

)

B

r

A

r

B

A

r

+

£

±


    ④
[image: image358.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

B

r

A

r

AB

r

,

min

£


⑤
[image: image359.wmf]A

可逆时，
[image: image360.wmf](

)

(

)

B

r

AB

r

=


        弱化条件：如果
[image: image361.wmf]A

列满秩，则
[image: image362.wmf](

)

(

)

B

AB

g

g

=


        证：下面证
[image: image363.wmf]0

=

ABx

与
[image: image364.wmf]0

=

Bx

同解。

         
[image: image365.wmf]h

是
[image: image366.wmf]0

=

ABx

的解
[image: image367.wmf]0

=

Û

h

AB


                         
[image: image368.wmf]h

h

Û

=

Û

0

B

是
[image: image369.wmf]0

=

Bx

的解


[image: image370.wmf]B

可逆时，
[image: image371.wmf](

)

(

)

A

r

AB

r

=


    ⑥若
[image: image372.wmf]0

=

AB

，则
[image: image373.wmf](

)

(

)

n

B

r

A

r

£

+

（
[image: image374.wmf]A

的列数，
[image: image375.wmf]B

的行数）
    ⑦
[image: image376.wmf]A

列满秩时
[image: image377.wmf](

)

(

)

B

r

AB

r

=


      
[image: image378.wmf]B

行满秩时
[image: image379.wmf](

)

(

)

A

r

AB

r

=


⑧
[image: image380.wmf](

)

(

)

(

)

B

r

A

r

n

AB

r

+

³

+


解的性质

    1．
[image: image381.wmf]0

=

Ax

的解的性质。

        如果
[image: image382.wmf]e

h

h

h

,

,

,

2

1

L

是一组解，则它们的任意线性组合
[image: image383.wmf]e

e

c

c

c

h

h

h

+

+

+

L

2

2

1

1

一定也是解。

              
[image: image384.wmf](

)

0

0

,

2

2

1

1

=

+

+

+

Þ

=

"

e

e

i

i

c

c

c

A

A

h

h

h

h

L


    2．
[image: image385.wmf](

)

0

¹

=

b

b

Ax


    ①如果
[image: image386.wmf]e

x

x

x

,

,

,

2

1

L

是
[image: image387.wmf]b

=

Ax

的一组解，则

              
[image: image388.wmf]e

e

c

c

c

x

x

x

+

+

+

L

2

2

1

1

也是
[image: image389.wmf]b

=

Ax

的解
[image: image390.wmf]1

2

1

=

+

+

+

Û

e

c

c

c

L


              
[image: image391.wmf]e

e

c

c

c

x

x

x

+

+

+

L

2

2

1

1

是
[image: image392.wmf]0

=

Ax

的解
[image: image393.wmf]0

2

1

=

+

+

+

Û

e

c

c

c

L


            
[image: image394.wmf]i

A

i

"

×

=

b

x


                 
[image: image395.wmf](

)

e

e

e

e

A

c

A

c

A

c

c

c

c

A

x

x

x

x

x

x

+

+

+

=

+

+

+

L

L

2

2

1

1

2

2

1

1


                                         
[image: image396.wmf](

)

b

e

c

c

c

+

+

+

=

L

2

1


             特别的： 当
[image: image397.wmf]2

1

,

x

x

是
[image: image398.wmf]b

=

Ax

的两个解时，
[image: image399.wmf]2

1

x

x

-

是
[image: image400.wmf]0

=

Ax

的解

          ②如果
[image: image401.wmf]0

x

是
[image: image402.wmf]b

=

Ax

的解，则
[image: image403.wmf]n

维向量
[image: image404.wmf]x

也是
[image: image405.wmf]b

=

Ax

的解
[image: image406.wmf]0

x

x

-

Û

是
[image: image407.wmf]0

=

Ax

的解。

解的情况判别
    方程：
[image: image408.wmf]b

=

Ax

，即
[image: image409.wmf]b

a

a

a

=

+

+

+

n

n

x

x

x

L

2

2

1

1


        有解
[image: image410.wmf]n

a

a

a

b

,

,

,

2

1

L

®

Û


            
[image: image411.wmf](

)

(

)

A

A

g

b

g

=

Û

|



 EMBED Equation.3  [image: image412.wmf](

)

(

)

n

n

a

a

a

g

b

a

a

a

g

,

,

,

,

,

,

,

2

1

2

1

L

L

=

Û


    无解
[image: image413.wmf](

)

(

)

A

A

g

b

g

>

Û

|


        唯一解
[image: image414.wmf](

)

(

)

n

A

A

=

=

Û

g

b

g

|


    无穷多解
[image: image415.wmf](

)

(

)

n

A

A

<

=

Û

g

b

g

|


    方程个数
[image: image416.wmf]m

：

    
[image: image417.wmf](

)

(

)

m

A

m

A

£

£

g

b

g

,

|


        ①当
[image: image418.wmf](

)

m

A

=

g

时，
[image: image419.wmf](

)

m

A

=

b

g

|

，有解

    ②当
[image: image420.wmf]n

m

<

时，
[image: image421.wmf](

)

n

A

<

g

，不会是唯一解

     对于齐次线性方程组
[image: image422.wmf]0

=

Ax

，

       只有零解
[image: image423.wmf](

)

n

A

=

Û

g

（即
[image: image424.wmf]A

列满秩）

      （有非零解
[image: image425.wmf](

)

n

A

<

Û

g

）

特征值特征向量

    
[image: image426.wmf]l

是
[image: image427.wmf]A

的特征值
[image: image428.wmf]l

Û

是
[image: image429.wmf]A

的特征多项式
[image: image430.wmf]A

xE

-

的根。

    两种特殊情形：

    （1）
[image: image431.wmf]A

是上（下）三角矩阵，对角矩阵时，特征值即对角线上的元素。

          
[image: image432.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

*

=

3

2

1

 

0

0

 

0

*

*

 

l

l

l

A


          
[image: image433.wmf](

)

(

)

(

)

3

2

1

3

2

1

 

 

 

 

0

0

 

0

*

*

 

l

l

l

l

l

l

-

-

-

=

-

*

-

-

-

-

-

=

-

x

x

x

x

x

x

A

xE


    （2）
[image: image434.wmf](

)

1

=

A

r

时：
[image: image435.wmf]A

的特征值为
[image: image436.wmf](

)

A

tr

,

0

,

,

0

,

0

L


特征值的性质

    命题：
[image: image437.wmf]n

阶矩阵
[image: image438.wmf]A

的特征值
[image: image439.wmf]l

的重数
[image: image440.wmf](

)

A

E

r

n

-

-

³

 

l


    命题：设
[image: image441.wmf]A

的特征值为
[image: image442.wmf]n

 

,

,

 

,

 

2

1

l

l

l

L

，则

          ①
[image: image443.wmf]A

n

=

 

 

 

2

1

l

l

l

L


          ②
[image: image444.wmf](

)

A

tr

n

=

+

+

+

 

 

 

2

1

l

l

l

L


    命题：设
[image: image445.wmf]h

是
[image: image446.wmf]A

的特征向量，特征值为
[image: image447.wmf]l

，即
[image: image448.wmf]lh

h

=

A

，则

          ①对于
[image: image449.wmf]A

的每个多项式
[image: image450.wmf](

)

A

f

，
[image: image451.wmf](

)

(

)

h

h

x

f

A

f

=


    ②当
[image: image452.wmf]A

可逆时，
[image: image453.wmf]h

l

h

1

1

=

-

A

，
[image: image454.wmf]h

l

h

|

|

*

A

A

=


    命题：设
[image: image455.wmf]A

的特征值为
[image: image456.wmf]n

 

,

,

,

 

2

 

1

l

l

l

L

，则

    ①
[image: image457.wmf](

)

A

f

的特征值为
[image: image458.wmf](

)

(

)

(

)

n

f

f

f

 

,

,

,

 

2

 

1

l

l

l

L


          ②
[image: image459.wmf]A

可逆时，
[image: image460.wmf]1

-

A

的特征值为
[image: image461.wmf]n

 

1

,

,

1

,

 

1

2

 

1

l

l

l

L


                      
[image: image462.wmf]*

A

的特征值为
[image: image463.wmf]n

A

A

A

 

2

 

1

|

|

,

,

|

|

,

 

|

|

l

l

l

L


          ③
[image: image464.wmf]T

A

的特征值也是
[image: image465.wmf]n

 

,

,

 

,

 

2

1

l

l

l

L


特征值的应用
    ①求行列式
[image: image466.wmf]n

A

 

,

,

,

 

|

|

2

 

1

l

l

l

L

=


    ②判别可逆性
      
[image: image467.wmf]l

是
[image: image468.wmf]A

的特征值
[image: image469.wmf]E

A

A

E

 

0

 

l

l

-

Û

=

-

Û

不可逆
      
[image: image470.wmf]E

A

 

l

-

可逆
[image: image471.wmf]l

Û

不是
[image: image472.wmf]A

的特征值。

      当
[image: image473.wmf](

)

0

=

A

f

时，如果
[image: image474.wmf](

)

0

¹

c

f

，则
[image: image475.wmf]cE

A

-

可逆
      若
[image: image476.wmf]l

是
[image: image477.wmf]A

的特征值，则
[image: image478.wmf](

)

l

f

是
[image: image479.wmf](

)

A

f

的特征值
[image: image480.wmf](

)

0

=

Þ

l

f

。

      
[image: image481.wmf](

)

c

c

f

Þ

¹

0

不是
[image: image482.wmf]A

的特征值
[image: image483.wmf]AcE

Û

可逆。

n阶矩阵的相似关系

    当
[image: image484.wmf]UA

AU

=

时，
[image: image485.wmf]A

B

=

，而
[image: image486.wmf]UA

AU

¹

时，
[image: image487.wmf]A

B

¹

。

    相似关系有i）对称性：
[image: image488.wmf]A

B

B

A

~

~

Û


                 
[image: image489.wmf]B

AU

U

=

-

1

，则
[image: image490.wmf]1

-

=

UBU

A


    ii）有传递性：
[image: image491.wmf]B

A

~

，
[image: image492.wmf]C

B

~

，则
[image: image493.wmf]C

A

~


                 
[image: image494.wmf]B

AU

U

=

-

1

，
[image: image495.wmf]C

BV

V

=

-

1

，则

                 
[image: image496.wmf](

)

(

)

C

BV

V

AUV

U

V

UV

A

UV

=

=

=

-

-

-

-

1

1

1

1


    命题  当
[image: image497.wmf]B

A

~

时，
[image: image498.wmf]A

和
[image: image499.wmf]B

有许多相同的性质
          ①
[image: image500.wmf]B

A

=


    ②
[image: image501.wmf](

)

(

)

B

A

g

g

=


    ③
[image: image502.wmf]A

，
[image: image503.wmf]B

的特征多项式相同，从而特征值完全一致。
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与
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的特征向量的关系：
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是
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正定二次型与正定矩阵性质与判别

可逆线性变换替换保持正定性
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            例如
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    我们给出关于正定的以下性质
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存在实可逆矩阵
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    判断
[image: image536.wmf]A

正定的三种方法：

      ①顺序主子式法。

      ②特征值法。

      ③定义法。

基本概念
    对称矩阵
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    反对称矩阵
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简单阶梯形矩阵：台角位置的元素都为1 ，台角正上方的元素都为0。

    如果
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阶矩阵，
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是阶梯形矩阵
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 EMBED Equation.3  [image: image543.wmf]A

是上三角矩阵，反之不一定
    矩阵消元法：（解的情况）

     ①写出增广矩阵
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       iii）唯一解求解的方法（初等变换法）
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就是解。

一个
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[image: image566.wmf]!

n

项的代数和

    ②每一项是
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  前面乘的应为
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代数余子式
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     定理：一个行列式的值
[image: image580.wmf]D

等于它的某一行（列），各元素与各自代数余子式乘积之和。
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     一行（列）的元素乘上另一行（列）的相应元素代数余子式之和为
[image: image582.wmf]0
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    范德蒙行列式
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    乘法相关
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    乘积矩阵的列向量与行向量

    （1）设
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        矩阵乘法应用于方程组

          方程组的矩阵形式
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          方程组的向量形式
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    （2）设
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[image: image603.wmf]AB

的第
[image: image604.wmf]i

个列向量是
[image: image605.wmf]A

的列向量组的线性组合，组合系数是
[image: image606.wmf]B

的第
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个列向量的各分量。

           
[image: image608.wmf]AB

的第
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个行向量是
[image: image610.wmf]B

的行向量组的线性组合，组合系数是
[image: image611.wmf]A

的第
[image: image612.wmf]i

个行向量的各分量。

        矩阵分解

         当矩阵
[image: image613.wmf]C

的每个列向量都是
[image: image614.wmf]A

的列向量的线性组合时，可把
[image: image615.wmf]C

分解为
[image: image616.wmf]A

与一个矩阵
[image: image617.wmf]B

的乘积
特别的在有关对角矩阵的乘法中的若干问题
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           对角矩阵从右侧乘一矩阵
[image: image620.wmf]A

，即用对角线上的元素依次乘
[image: image621.wmf]A

的各列向量
           对角矩阵从左侧乘一矩阵
[image: image622.wmf]A

，即用对角线上的元素依次乘
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的各行向量
              于是
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           两个对角矩阵相乘只须把对角线上对应元素相乘
   对角矩阵的
[image: image628.wmf]k

次方幂只须把每个对角线上元素作
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次方幂

       对一个
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阶矩阵
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的迹数。

       于是 
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 EMBED Equation.3  [image: image636.wmf](
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           其他形式方阵的高次幂也有规律

             例如：
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初等矩阵及其在乘法中的作用

    （1）
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    （2）
[image: image644.wmf](
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    （3）
[image: image649.wmf](

)

)

(

,

c

j

i

E

：把
[image: image650.wmf]E

的第
[image: image651.wmf]j

行的
[image: image652.wmf]c

倍加到第
[image: image653.wmf]i
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的第
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列的
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倍加到第
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列上。

      初等矩阵从左（右）侧乘一个矩阵
[image: image658.wmf]A

等同于对
[image: image659.wmf]A

作一次相当的初等行（列）变换

    乘法的分块法则

    一般法则：在计算两个矩阵
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和
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的乘积时，可以先把
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用纵横线分割成若干小矩阵来进行，要求
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的纵向分割与
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的横向分割一致。
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    两种常用的情况

    （1）
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    其中
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    （2）准对角矩阵
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矩阵方程与可逆矩阵

    两类基本的矩阵方程  （都需求
[image: image677.wmf]A

是方阵，且
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      （I）的解法：
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      （II）的解法，先化为
[image: image682.wmf]T

T

T

B

x

A

=

。

    
[image: image683.wmf](

)

(

)

T

T

T

x

E

B

A

®

。

 通过逆求解：
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    可逆矩阵及其逆矩阵

    定义：设
[image: image686.wmf]A

是
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      求
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      伴随矩阵
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     线性表示

        
[image: image702.wmf]b
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记号：
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    线性相关性

        线性相关：存在向量
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        线性无关：每个向量
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    极大无关组和秩

定义：
[image: image720.wmf]s

a

a

a

,

,

,

2

1

L

的一个部分组
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    有相同线性关系的向量组

      定义：两个向量若有相同个数的向量：
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       ①对应的部分组有一致的相关性。
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      ②极大无关组相对应，从而秩相等。

      ③有一致的内在线表示关系。
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    矩阵的秩

    定理：矩阵
[image: image760.wmf]A

的行向量组的秩=列向量组的秩
          规定
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方程组的表达形式
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基础解系和通解

    1．
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=

Ax

有非零解时的基础解系

    
[image: image776.wmf]e

h

h

h

,

,

,

2

1

L

是
[image: image777.wmf]0

=

Ax

的基础解系的条件：

              ①每个
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              ③
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    ②如果
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特征向量与特征值

    定义：如果
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线性相关，则称
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    ①特征值有限特征向量无穷多
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    ②每个特征向量有唯一特征值，而有许多特征向量有相同的特征值。

    ③计算时先求特征值，后求特征向量。

特征向量与特征值计算
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    命题：①
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[image: image840.wmf]A

xE

-

。

    ②求
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    ③对每个特征值
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n阶矩阵的相似关系

    设
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是两个
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    基本定理 
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    判别法则
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    计算：对每个特征值
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    只有平方项的二次型称为标准二次型。

    形如：
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    称
[image: image886.wmf]A

的秩
[image: image887.wmf](

)

A

g

为这个二次型的秩。

    标准二次型的矩阵是对角矩阵。

    规范二次型的矩阵是规范对角矩阵。

可逆线性变量替换
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    代入
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实对称矩阵的合同

    两个
[image: image904.wmf]n

阶实对称矩阵
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和
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，如果存在
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阶实可逆矩阵
[image: image908.wmf]C

，值得
[image: image909.wmf]B

AC

C

T

=

。称
[image: image910.wmf]A

与
[image: image911.wmf]B

合同，记作
[image: image912.wmf]B

A

-

~

。

    命题：二次型
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二次型的标准化和规范化

    1．每个二次型都可以用可逆线性变量替换化为标准二次型和规范二次型。

    也就是每个实对称矩阵都会同于对角矩阵和规范对角矩阵。

        设
[image: image915.wmf]A

是一个实对称矩阵，则存在正交矩阵
[image: image916.wmf]Q

，使得
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    2．标准化和规范化的方法

    ①正交变换法

    ② 配方法

    3．惯性定理与惯性指数

      定理：一个二次型用可逆线性变换替换化出的标准形的各个平方项的系数中，大于0的个数和小于0的个数是由原二次型所决定的，分别称为原二次型的正、负惯性指数。

           一个二次型化出的规范二次型在形式上是唯一的，也即相应的规范对角矩阵是唯一的。

          用矩阵的语言来说：一个实对称矩阵
[image: image921.wmf]A

合同于唯一规范对角矩阵。

      定理：二次型的正、负惯性指数在可逆线性变量替换下不变；两个二次型可互相转化的充要条件是它们的正、负惯性指数相等。

      实对称矩阵的正（负）惯性指数就等于正（负）特征值的个数。

正定二次型与正定矩阵

       定义：一个二次型
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           例如，标准二次型
[image: image925.wmf](

)

2

2

2

2

2

1

1

2

1

,

,

,

n

n

n

x

d

x

d

x

d

x

x

x

f

+

+

+

=

L

L

正定
[image: image926.wmf]0

>

Û

i

d

，
[image: image927.wmf]n

i

,

,

1

L

=


      （必要性“
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       实对称矩阵正定即二次型
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            例如实对角矩阵
[image: image936.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

n

 

0

0

0

0

0

0

0

0

 

0

0

0

0

 

2

1

l

l

l

O

正定
[image: image937.wmf]0

 

>

Û

i

l

，
[image: image938.wmf]n

i

,

,

1

L

=


    定义：设
[image: image939.wmf]A

是一个
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阶矩阵，记
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是
[image: image942.wmf]A

的西北角的
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阶小方阵，称
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为
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的第
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个顺序主子式（或
[image: image947.wmf]r

阶顺序主子式）。

附录一  内积，正交矩阵，实对称矩阵的对角化

    一．向量的内积

    1．定义

    两个
[image: image948.wmf]n

维实向量
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的内积是一个数，记作
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    2．性质

    ①对称性：
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    ②双线性性质：
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    ③正交性：
[image: image958.wmf](
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    3．长度与正交

    向量
[image: image961.wmf]a

的长度
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    单位向量：长度为
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的向量
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    若
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    两个向量
[image: image973.wmf]b
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如果内积为0：
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    如果
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维向量组
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两两正交，并且每个都是单位向量，则称为单位正交向量组。

    例1．如果向量组
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两两正交，并且每个向量都不为零向量，则它们线性无关。

        证：记
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    则
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    例2．若
[image: image982.wmf]A

是一个实的矩阵，则
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    二．正交矩阵

    一个实
[image: image984.wmf]n

阶矩阵
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    定理  
[image: image988.wmf]A

是正交矩阵
[image: image989.wmf]A
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的行向量组是单位正交向量组。

                      
[image: image990.wmf]A
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的列向量组是单位正交向量组。

    例3．正交矩阵
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[image: image992.wmf](

)

(

)

b

a

b

a

,

,

=

A

A


    
[image: image993.wmf]a

a

=

A


    证：
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    例4．（04）
[image: image995.wmf]A

是3阶正交矩阵，并且
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    三．施密特正交化方法

    这是把一个线性无关的向量组改造为与之等价的单位正交向量组的方法。
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[image: image1000.wmf]3

2

1

,

,

a

a

a

线性无关
    ①正交化：令
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    ②单位化：令
[image: image1008.wmf]1
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    四．实对称矩阵的对角化

    设
[image: image1013.wmf]A

是一个实的对称矩阵，则
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    ②对每个特征值
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    ③属于不同特征值的特征向量互相正交。

    于是：存在正交矩阵
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    例5．（04）
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    （1）求
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    （2）求
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    解：（1）另一个特征值为
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    此方程组
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    于是，每个非零解都是属于
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附录二  向量空间

    1．
[image: image1060.wmf]n

维向量空间及其子空间

    记为
[image: image1061.wmf]n

R

由全部
[image: image1062.wmf]n

维实向量构成的集合，这是一个规定了加法和数乘这两种线性运算的集合，我们把它称为
[image: image1063.wmf]n

维向量空间。

    设
[image: image1064.wmf]V

是
[image: image1065.wmf]n

R

的一个子集，如果它满足

    （1）当
[image: image1066.wmf]2

1

,

a

a

都属于
[image: image1067.wmf]V

时，
[image: image1068.wmf]2

1

a

a

+

也属于
[image: image1069.wmf]V

。

    （2）对
[image: image1070.wmf]V

的每个元素
[image: image1071.wmf]a

和任何实数
[image: image1072.wmf]c

，
[image: image1073.wmf]a

c

也在
[image: image1074.wmf]V

中。
    则称
[image: image1075.wmf]V

为
[image: image1076.wmf]n

R

的一个子空间。

    例如
[image: image1077.wmf]n

元齐次方程组
[image: image1078.wmf]0

=

AX

的全部解构成
[image: image1079.wmf]n

R

的一个子空间，称为
[image: image1080.wmf]0

=

AX

的解空间。

    但是非齐次方程组
[image: image1081.wmf]b

=

AX

的全部解则不构成
[image: image1082.wmf]n

R

的子空间。

    对于
[image: image1083.wmf]n

R

中的一组元素
[image: image1084.wmf]s

a

a

a

,

,

,

2

1

L

，记它们的全部线性组合的集合为

    
[image: image1085.wmf](

)

{

}

任意

i

s

s

s

c

c

c

c

L

a

a

a

a

a

a

+

+

+

=

L

L

2

2

1

1

2

1

,

,

,

，它也是
[image: image1086.wmf]n

R

的一个子空间。

    2．基，维数，坐标

    设
[image: image1087.wmf]V

是
[image: image1088.wmf]n

R

的一个非
[image: image1089.wmf]0

子空间（即它含有非
[image: image1090.wmf]0

元素），称
[image: image1091.wmf]V

的秩为其维数，记作
[image: image1092.wmf]V

dim

。

    称
[image: image1093.wmf]V

的排了次序的极大无关组为
[image: image1094.wmf]V

的基。

    例如
[image: image1095.wmf]0

=

AX

的解空间的维数为
[image: image1096.wmf](

)

A

r

n

-

，它的每个有序的基础解系构成基。

    又如
[image: image1097.wmf](

)

[

]

(

)

s

s

r

L

a

a

a

a

a

a

,

,

,

,

,

,

dim

2

1

2

1

L

L

=

，
[image: image1098.wmf]s

a

a

a

,

,

,

2

1

L

的每个有序的极大无关组构成基。

    设
[image: image1099.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

是
[image: image1100.wmf]V

的一个基，则
[image: image1101.wmf]V

的每个元素
[image: image1102.wmf]a

都可以用
[image: image1103.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

唯一线性表示：

    
[image: image1104.wmf]k

k

c

c

c
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h
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L
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    称其中的系数
[image: image1105.wmf](

)

k

c

c

c

,

,

,

2

1

L

为
[image: image1106.wmf]a

关于基
[image: image1107.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

的坐标，它是一个
[image: image1108.wmf]k

维向量。

    坐标有线性性质：

    （1）两个向量和的坐标等于它们的坐标的和：

    如果向量
[image: image1109.wmf]a

和
[image: image1110.wmf]b

关于基
[image: image1111.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

的坐标分别为
[image: image1112.wmf](

)

k

c

c

c

,

,

,

2

1

L

和
[image: image1113.wmf](

)

k

d

d

d

,

,

,

2

1

L

，则
[image: image1114.wmf]b

a

+

关于基
[image: image1115.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

的坐标为

    
[image: image1116.wmf](
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    （2）向量的数乘的坐标等于坐标乘数：

    如果向量
[image: image1117.wmf]a

关于基
[image: image1118.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

的坐标为
[image: image1119.wmf](

)

k

c

c

c

,

,

,

2

1

L

，则
[image: image1120.wmf]a

c

关于基
[image: image1121.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

的坐标为
[image: image1122.wmf](

)

(

)

k

k

c

c

c

c
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,
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,

,
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,

2

1

2

1

L

L

=

。

    坐标的意义：设
[image: image1123.wmf]V

中的一个向量组
[image: image1124.wmf]t

a

a

a

,

,

,

2

1

L

关于基
[image: image1125.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

的坐标依次为
[image: image1126.wmf]t

g

g

g

,

,

,

2

1

L

，则
[image: image1127.wmf]t

a

a

a

,

,

,

2

1

L

和
[image: image1128.wmf]t

g

g

g

,

,

,

2

1

L

有相同的线性关系。

    于是，我们可以用坐标来判断向量组的相关性，计算秩和极大无关组等等。

    3．过渡矩阵，坐标变换公式

    设
[image: image1129.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

和
[image: image1130.wmf]k

x

x

x

,

,

,

2

1

L

都是
[image: image1131.wmf]V

的一个基，并设
[image: image1132.wmf]1

x

在
[image: image1133.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

中的坐标为
[image: image1134.wmf](

)

ki
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i

c

c

c

,

,
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1

L

，构造矩阵
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    称
[image: image1136.wmf]C

为
[image: image1137.wmf]k

h
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,

,
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1

L

到
[image: image1138.wmf]k

x

x

x

,

,

,
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1

L

的过渡矩阵。

    
[image: image1139.wmf](
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。

    如果
[image: image1140.wmf]V

中向量
[image: image1141.wmf]a

在其
[image: image1142.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

和
[image: image1143.wmf]k

x

x

x

,

,

,
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1

L

中的坐标分别为

    
[image: image1144.wmf](
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=

和
[image: image1145.wmf](

)

T

k

y

y

y

y

,

,

,

2

1

L

=

，则
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 EMBED Equation.3  [image: image1148.wmf](
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    于是关系式：
    
[image: image1149.wmf]Cy

x

=


    称为坐标变换公式。

    4．规范正交基

    如果
[image: image1150.wmf]V

的一基
[image: image1151.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

是单位正交向量组，则称为规范正交基。

    两个向量的内积等于在规范正交基下的它们坐标的内积。

    设
[image: image1152.wmf]a

的坐标为
[image: image1153.wmf](

)

k

c

c

c

,

,

,

2

1

L

，
[image: image1154.wmf]b

的坐标为
[image: image1155.wmf](

)

k

d

d

d

,

,

,

2

1

L

，

    则
[image: image1156.wmf](
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L
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1
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两个规范正交基之间的过渡矩阵是正交矩阵。

做题思路

先化简再计算

    例5．（03）设
[image: image1157.wmf]n

维列向量
[image: image1158.wmf](

)

T

a

a

,

0

,

,

0

,

L

=

a

，
[image: image1159.wmf]0

<

a

。规定
[image: image1160.wmf]T

E

A

aa

-

=

，
[image: image1161.wmf]T

a

E

B

aa

1

-

=

。已知
[image: image1162.wmf]E

AB

=

，求
[image: image1163.wmf]a

。

注意化简技巧（中间过程也很重要）

    例13．（00）己知
[image: image1164.wmf]÷
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，求矩阵
[image: image1165.wmf]B

，使得
[image: image1166.wmf]E

BA

ABA

3

1

1

+

=

-

-

.

证明一个矩阵可逆切入点     行列式=0 ，证明Ax=E ，

证明两式相等切入点   AB=某个等式=BA  

（从对称性想到AB可逆BA也可逆的着手点
[image: image1167.wmf]E

BA

E

AB

=

Û

=

）

    例20．设
[image: image1168.wmf]n

阶矩阵
[image: image1169.wmf]A

和
[image: image1170.wmf]B

满足等式
[image: image1171.wmf]bB

aA

AB

+

=

，
[image: image1172.wmf]0

¹

ab

, 证明：
[image: image1173.wmf]BA

AB

=
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